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Abstrak: Sistem kontrol merupakan suatu alat untuk mengendalikan dan mengatur keadaan dari suatu
sistem. Dalam teori kontrol, suatu sistem dapat direpresentasikan dengan beberapa cara yang berbeda.
Dalam penelitian ini akan dibahas cara menentukan representasi ruang keadaan dari fungsi transfer
dalam bentuk kanonik terkontrol untuk sistem SISO dan MIMO. Dalam literatur, permasalahan ini
dikenal dengan realisasi. Masalah ini ekivalen dengan bagaimanakah cara menentukan matriks A, B,
C dan D sedemikan sehingga:
H(s) =C (sl - A)'B + D,
Dimana matriks A, B, C dan D tersebut dalam bentuk kanonik terkontrol

Kata kunci: Fungsi transfer, realisasi, kanonik terkontrol

Abstract: Control system is a tool to control and regulate the state of a system. In control theory, a
system can be represented in several different ways. In this study we discuss how to determine state
space representations of transfer functions in controlled canonical forms for SISO and MIMO system.
In the literature, this problem is known as realization. This problem is equivalent to how to determine
the matriks A, B, C, and D so that

H(s) =C (sl -A)*B + D,

where matriks A, B, C, and D are in a controlled canonical form.

Keywords: Transfer function,realization, controlled canonical.

PENDAHULUAN

Diberikan suatu sistem kontrol
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(0.1)
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

dimana x(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP,
AeR™ B eRY™™ |, CeERP'™ DE
RP>™

Dalam hal ini, x(t) menyatakan variabel
keadaan, u menyatakan variabel kontrol
(input), y menyatakan output dan t
menyatakan waktu (Ogata, 2002).

Fungsi transfer untuk sistem (0.1)
didefinisikan sebagai perbandingan
transformasi  Laplace output terhadap
transformasi Laplace input dengan asumsi
semua kondisi awal sama dengan nol dan
dinotasikan dengan H (s)yaitu

Y
Hs) =73

dimana Y(s) adalah transformasi Laplace
dari y(t) dan U(s) adalah transformasi
Laplace dari u(t).

Dari denisi ini jelas bahwa jika
diberikan suatu sistem kontrol linier, maka
fungsi transfernya sebaliknya, jika diberikan
suatu fungsi transfer dengan mudah dapat
ditentukan. Namun H(s) , bagaimanakah
bentuk dari sistem kontrol liniernya. Dalam
literatur, masalah ini dikenal sebagai
masalah realisasi. Masalah ini juga ekivalen
dengan bagaimanakah bentuk matriks A, B,
C dan D dari suatu fungsi transfer H(s)
yang diberikan sedemikian sehingga

H(s) = C(sl - A)*B + D, (0.3)

Pada penelitian ini akan dikaji
permasalahan realisasi dari fungsi transfer
dalam bentuk kanonik terkontrol, yaitu jika
diberikan suatu fungsi transfer, maka
bagaimanakah bentuk representasi ruang
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keadaan yang berkaitan dengan matriks A,
B, C dan D dimana matriks-matriks tersebut

TINJAUAN PUSTAKA

Dalam teori kontrol, fungsi transfer
(fungsi alih) biasanya digunakan untuk
mengkarakteristikkan ~ hubungan  antara
komponen input output yang dapat
diberikan oleh persamaan diferensial linear
invarian waktu. Fungsi transfer dari suatu
persamaan diferensial linier invariant waktu
didenisikan sebagai perbandingan antara
transformasi Laplace dari output (fungsi
respon) dengan transformasi Laplace dari
input dengan asumsi bahwa syarat awal
adalah nol. Suatu persamaan diferensial
linier invariant waktu

@y ™ + ay gy "V ary +ag =
(1.1)
b u™ + b, _u™™D 4 ... 4 b

d"y g, _d™u

. - no_ _d"u
Dimana n=m,y T U T Y

adalah output dan u adalah input (Ogata,
2002).

Sistem ini dapat diubah menjadi
sistem persamaan diferensial linier orde satu
dengan cara mendenisikan n variabel baru.
Misalkan
x1 =y — Bou
X =y —Pou—pu=x —pu
x3 =y — Poil — f1u — fou = X3 — fou (1.2)

Xn = y'(n_l) - BOu(n_l) - .Blu(n_z) - Bn—Z - ﬁn—lu
=Xp-1— Pn-1

dimana Sy, B, ....3, ditentukan dari

Bo = by

p1=by — a1

P2 = by — a1 — azfy (1.3)
P3 = bz — a1, — a1 — azfy

Bn = bn - alﬁn—l -t an—lﬁl - anBO
Dengan pemilihan variabel keadaan ini,
diperoleh

.9'51 = X7 + ﬂlu

X, =x3+pu
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dalam bentuk kanonik terkontrol.

Xp_1 =CU
Xn = —QpX1 —Ap_Xy — " — A1Xy — Bnu

Dalam bentuk persamaan keadaan dan
persamaan output, persamaan terakhir dapat
ditulis menjadi (0.1), dimana

0 1 0 A,

A=| . B—| "
: 1 1, :

-4, —a,, -4 IBn

Dengan asumsi bahwa semua syarat awal
bernilai nol, maka fungsi transfer dari (1.1)
adalah

L[Output] Y(s)
G(S) = =

L[Input]  U(s)

by s™ + by _ys™ T 4 +bys + by

Caustta,_s" 4t ags+ag

(1.4)

Untuk sistem MIMO, fungsi transfer G(s)
didefinisikan sebagai

Y(s) =G(s)U(s) (1.5
dimana
AS, U, (s)
Y(s)= yzfs), U(s) = UZ.(S) (1.6)
y,(s) u,(s)

Secara umum, suatu matriks fungsi transfer
G(s) berukuran p x m direpresentasikan
sebagai,

(1.7)

dimana
d(is)=s"+a,s" '+-+a;s+a, (1.8)
dan

N(s) = Np_18" 1+ Np_ps" 2 +--+Nis+ Ny, (1.9)

Realisasi Dari Fungsi Transfer Dalam Bentuk Kanonik Terkontroll (Nurweni Putri, Muhafzan)



14

Elemen dari matriks N(s) adalah polinomial
dalam s dan Ng, Ny,..., N,.1 adalah matriks
berukuran p x m serta d(s) merupakan
perseku-tuan polinomial terkecil (Alok,
2007). Perhatikan kembali sistem (0.1),
transformasi  Laplace dari sistem (0.1)
diberikan oleh

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s) = CX(s).

Karena fungsi transfder didefinisikan untuk
syarat awal bernilai nol, maka dapat ditulis

PEMBAHASAN
Realisasi dari Fungsi Transfer untuk
Sistem SISO

Berikut akan diuraikan  proses

mendapatkan realisasi dari fungsi transfer
suatu sistem SISO. Diberikan suatu fungsi
transfer H(s) sebagai berikut

H(s>=%,

(2.1)
dimana

Y(s) = b,s™ + b,_15™ L + -+ bys + by
dan

U(s)=s"+a,_1s" 1+ +as+a

Perhatikan bahwa bentuk (2.1) dapat diubah
menjadi

¥ (bn—l - bnan—l)sni1 + ot (bl - als) + (bo - bnaO)
s+ a,_1s" 1+ +as +a

by,
sehingga dapat ditulis juga menjadi
Y(s) = b, U(s) + Y(s), (2.2)
dimana
Y(s) = [(bp-1 = bp@n—1)s" "+ + (by = byay)s
+(bo — bpao)]Q(s) (2.3)

dengan

(sI —A)X(s) = BU(s)
atau dapat juga dituliskan
X(s) = (sI—A)U(s)

Dengan | adalah matriks identitias dengan
ukuran yang bersesuaian. Akibatnya,

Y(s) = [C(sI — A)"1B]U(s)
sehingga fungsi transfer untuk sistem adalah

G(s) = C(sl — A)7'B. (1.10)

U(s)

S a, sV e+ ags + a

Q(s) = (2.4)

Dengan demikian dari (2.3) diperoleh

U(s) =s"Q(s) + an-15"1Q(s) + +a15Q(s)

+a0Q(s)
s"Q(s) = —ap_15"71Q(s) — - — ag5Q(s)
—a,Q(s)U(s). (2.5)
Selanjutnya definisikan
X1y = Q(s)

XZ(S) =sQ(s)
X35) = $2Q(s)

Xn(s) = Sn_lQ(S)

dengan demikian dari (2.3) dan (2.5)
menjadi

Y(s) = (bp_1 — bpan_1)sXn_1(s)+..+(by — byay)
sX(s) + (by — bag)X,(s)
SXn(s) = —An_15Xy_1(s) — -+ — a;5X;(s) — apX;(s)
+U(s). (2.6)
Sehingga diperoleh
Y(s) = b,U(s) + (by_y — by ay_1)sXy_1(s) + -+

+(by — byay) sX;(s) + (by — byag)X,(s). (2.7)
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Dengan menggunakan Laplace invers, maka
(2.6) dan (2.7) diperoleh

Xp = —Qp-1Xn—1 = — A1X1 — AoX1 T U, (2.8)

y= bnu + (bn—l - bnan—l)xn—l + ot

(by — by a1)x1by — by ag)x;. (2.9)
Misalkan
5(1 =X
32,'2 = x3
Xn_1 = Xp (2.10)

maka (2.10) dan (2.8) secara bersama-sama
dapat ditulis menjadi

x(t) = Ax(t) + Bu(t),

dimana
0 1 0
0 o - 0
A= : : . : (2.11)
_ao _al _anl
dan
0
0
B = - (2.12)
1

Dari (2.9) dan (2.10) diperoleh
y(t) = Cx(t) + Du(t)
dimana
C = [by — byaghy — byay ...by_1 — byan_1]

dan
D = b,.
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Realisasi dari
Sistem MIMO

Fungsi Transfer untuk

Berikut akan diuraikan  proses
mendapatkan realisasi fungsi transfer dari
suatu sistem MIMO vyaitu memiliki lebih
dari satu input dan output. Diberikan suatu
fungsi transfer sebagai berikut

[N1g (s) Nim (5)]
| Dy(s) Dy (s) |
H(s)=| - S (2.14)
Npl (S) Npm (S)J
Dy (s) Dy, (s)
Persamaan (2.14) dapat ditulis ulang
H(s) = N(s)D71(s) (2.15)
dimana
Nll (S) Nlm (S)
N(s) = : -~ |, (2.16)
Npl(s) Npm (S)
dan
D(s) = diag[D;(s)Dy(s) - Din(s)].  (2.17)

Perhatikan bahwa

Di(s) =s% + a{ij_lsdf—1 + -+ a)s +d)
— od;
=sY +LS(s)

dimana
L = [ajoa]1 aéj_l], (2.18)
dan
1
S
Si(s)= . | (2.19)
o
untuk j=1,2,..,m. Dengan demikian

(2.17) menjadi
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5% +1,5,(5) 0 0
d,
Ds) = 0 s +L, S,(9) 0
0 0
0 0 0 sveL s (9)](220)
s 0 0] L 0 0
Joos 00 L 0 56,
0 0 0 [0 0 -~ 0
[0 0 ™[ [0 0 - L
Tulis  A(s) = diag[s91s% sim],
L = diag[L;L, - L],
dan
S = diag[S1(s) S2(s) Sm()],
Maka (2.20) dapat ditulis menjadi
D(s) = A(s) + LS(s). (2.21)

Dari (2.15) diperoleh
N(s) = H(s)D(s)
Nij (S) = Hl] (S)D](S), i= 1,"',p,j = 1,---,m

dimana N;(s) adalah elemen dari matriks
polinomial N(s) dan D;(s)adalah kelipatan
persekutuan terkecil dari semua penyebut
pada kolom j. Definisikan

H(o0) = limg_,,, H(s), (2.22)

Maka untuk suatu fungsi transfer skalar
H;; (s), berlaku

by _;sU™ + -+ bls + b
Hj; (s) - H;; () = -

d; J di-1, ... J J
Nl +adj_ls It et ags taqg
=Hij(5)

dengan realisasi bentuk terkontrol sebagai
berikut

dan

0 1 0 0
0 0 0 0

IA\J = . , BJ =
-al -a/ —al, 1

G = [by — by apb} — by @} ..by | —blay 1.

Selanjutnya,

ﬁij (S)D] (s) = [Hij (s) — H;; (°°)]Dj(5)
= Ny (s) — Hyj()D; (s). (2.23)

Misalkan

N, (s) = béjsd" + béj_lsdi_l ++bls+b) (2.24)

Maka dari (2.24) diperoleh

A ()D;(s) = bé}_sdi + béj_lsdf_l + -+ bls+b)
by, (s + aéj_lsdi_l + -+ d) +ap)
= (biz,.—1 - agj_lbéj)sdf_l + -+ (bé
~ajp))

Tulis
G =1[BoB1 .. Bl (2.24)

dimana

B = bl —ayby, k=01,..,d —1.(225)

Berdasarkan (2.19) dan (2.24), diperoleh

persamaan berikut
Hyj ($)D; (s) = G (s). (2.26)

Jika H;; (s) adalah elemen dari A(s), maka
berdasarkan (2.23) berlaku

H;; (s)D;(s) = CS(s)
N(s) — H(e)D(s) = €S(s)
N(s) = €S(s) + H()D(s),
dimana

c=[C; C ..Cpl (2.28)
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sehingga dari (0.3) dan (2.14) diperoleh
N(s)D7'(s) = C(sI —A)'B+D
[CS(s) + H(2)D(s)]ID7'(s) = C(sI —A)'B +D
CS(s)D™'(s) + H(w) = C(sI—A)'B+D (2.29)
Akibatnya, diperoleh
D = H(), (2.30)
dan
S(s)D7(s) = (sl — A7,
BD(s) = (sI — A)S(s). (2.31)

Perhatikan bahwa

0

0 d j d;-1 j
— j J i ] 0
B;Dj(s)=|.|(s" +ag 48’ +...+a/s+a;

s -1 0 0 1
10 s -1 0 S
al a/ aj S+ ajrl gdit
= (sl - Aj)Sj (9). (2.32)

Akibatnya, dari (2.31) diperoleh

KESIMPULAN

Misalkan H (s) adalah suatu fungsi transfer
sedemikan sehingga

H(s) = C(sl - A)'B + D, (3.1)

Jika H (s) berbentuk fungsi skalar maka
realisasi dari H(s) adalah

17

A=diag[A; 4, ..A,]  (233)

dimana
0 1 0
A 0 0 0
- ] 1
-al -a/ —ﬂﬂ
dan

B =diag[By By .. B, |

dengan
0
0
B =, |
1
0 1 0
A= : : . : (3.2)
-a, -3 : -—a,,
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B=|. (3.3)

C= [bo - bnaobl - bna1 ...bn_1 - bnan_l] (34)
dan
D=h,. (3.5)

Jika H(s) berbentuk suatu matriks, maka
realisasi dari H(s) adalah
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B =diag[B; B, ..Bp |, (3.7)
c=I[¢, C, ..C, ] (3.8)
D = H(e) = lim H(s). (3.9)

dimana masing-masing A; berbentuk seperti
(3.2), masing-masing B; berbentuk seperti
(3.3), dan masing-masing C;  berbentuk
seperti (3.4).
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